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Hypothese implicite dans les jeux (sous forme normale et extensive) :

Tous les joueurs connaissent parfaitement le jeu

Cependant, dans de nombreuses interactions économiques I'information est

imparfaite et asymétrique :
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Décideurs politiques : état de |'économie, réactions et anticipations des

citoyens

Firmes : colits, niveau de la demande, découvertes des autres en R&D
Négociateurs : évaluation et patience des adversaires, ...
Enchérisseurs : valeur de |I'objet, évaluation des autres enchérisseurs

Actionnaires : valeur de la firme

Relations principal /agent, contrats : les assureurs, employeurs,
régulateurs, ... ne connaissent pas les “types’ des agents
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[1 Fonction d’information du joueur 7 :
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W' € Pj(w) = Pi(w') = P;(w) : partitionnelle

[0 Partition P; = {P;(w) : w € Q} du joueur ¢

Ensemble d’information du joueur 7 en w : P;(w) = élément de P; contenant w
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Q =4{00,01,02,...,97,98,99} et I'agent peut parfaitement lire les deux chiffres

Mais il lit a I'envers :

Pi(kl) = {lk}

= partition mais w ¢ P;(w) (erreurs)

Q ={B, M} et I'agent se rappelle uniquement des bonnes nouvelles :

Pi(B)={B} P(M)={B, M}

= w € P;j(w) pour tout w : information correcte mais non partitionnelle :
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Le joueur ¢ est plus informé que le joueur j si la partition P; est plus fine que P;,

I.e.

Pz(w) C Pj(w) Vwe-Q

Exemples I

Pile ou face, seul le joueur 1 observe le résultat :

Q={PF} Pr={P}{F}} P2={{PF};

[1 Le joueur 1 est mieux informé que le joueur 2

Le joueur 1 ne sait pas si le joueur 2 a triché :
Q={P,P',F,F'} Pi={{P,P'}{FF'}} Pr={{PF}{P'},{F'}}

[J Aucun joueur n’est mieux informé que |'autre
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Opérateur de connaissance : K : 2 — 2%
KiE ={we:P(w)CFE}

— ensemble des états ou le joueur 7 sait que I'événement E s'est réalisé

W,E = K,EUK,;,—E

ensemble des états ou le joueur 7 sait si I'événement E s’est réalisé
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K;Q2 = Q (nécessité) : un agent sait toujours que I'événement universel () est
réalisé. Les individus ne peuvent donc pas étre surpris par des événements
“Inattendus”

Ki;(ENF)=K;ENK;F (axiome de fermeture déductive) : un agent sait £ et F'

si et seulement s'il connalt E et s'il connait F' (= omniscience logique :
ECF=KFECKF)

K;FE C E (axiome de Vérité) : ce qu'un agent connait est toujours vrai. Cet
axiome permet de distinguer théoriquement la connaissance de la croyance

K,E C K?FE (axiome de transparence ou axiome d'introspection positive) : si un
agent connait F, alors il sait qu'il connait £

—K;E C K;—K;E (axiome d'introspection négative) : si un agent ne connait pas
E, alors il sait qu'il ne connait pas E (le plus restrictif)
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Exemple.
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Exemple. O ={1,2,3,4% Py ={{1},{2},{3,4}} P> = {{1,2},{3,4}}

E = {3}
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Exemple. O ={1,2,3,4% Py ={{1},{2},{3,4}} P> = {{1,2},{3,4}}

E={3) = KiE = K2 E = 0
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Exemple. O ={1,2,3,4% Py ={{1},{2},{3,4}} P> = {{1,2},{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I
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Exemple. O ={1,2,3,4% Py ={{1},{2},{3,4}} P> = {{1,2},{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E = {1,3}
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Exemple. O ={1,2,3,4% Py ={{1},{2},{3,4}} P> = {{1,2},{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E=1{1,3} = K\E = {1},
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Exemple. O ={1,2,3,4% Py ={{1},{2},{3,4}} P> = {{1,2},{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E=1{1,3} = K1E ={1}, KyE =0,
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Exemple. O ={1,2,3,4% Py ={{1},{2},{3,4}} P> = {{1,2},{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E={1,3} = K\E = {1}, K2E =0, K;—FE = {2}
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Exemple. O ={1,2,3,4% Py ={{1},{2},{3,4}} P> = {{1,2},{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E={1,3} = K\E = {1}, K2E =0, K;—FE = {2}
= W1 E = {1, 2}
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Exemple. Q=1{1,2,3,4} Py ={{1},{2},{3,4}} P2={{1,2},1{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E={1,3} = K\E={1}, K:E =10, K;~E = {2}
= WiE = {1, 2}, KoWiE = {1, 2}
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Exemple. Q=1{1,2,3,4} Py ={{1},{2},{3,4}} P2={{1,2},1{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E=1{1,3} = K1E = {1}, K2F =0, Ki—F = {2}
= WHE = {1, 2}, KoWhE = {1, 2}, Ko—-WHE = {3,4}
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Exemple. Q=1{1,2,3,4} Py ={{1},{2},{3,4}} P2={{1,2},1{3,4}}

E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E=1{1,3} = K1E = {1}, K2F =0, Ki—F = {2}
= W1 E = {1, 2}, KoWhE = {1, 2}, Ko—-WHE = {3,4}, WoW1E = )
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Exemple. ©=1{1,2,3,4} P, ={{1},{2h{3,4}} P2 ={{1,2},{3,4}}
E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E={1,3} = K1E={1}, KoFE =10, Ki—FE = {2}
= W1 FE = {1, 2}, KoWiE = {1, 2}, Koy—W1iE = {3,4}, WoWiE = ()
— E/ est une connaissance privée pour le joueur 1 en w =1

et le joueur 2 sait toujours si le joueur 1 sait si E s'est réalisé
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Exemple. ©=1{1,2,3,4} P, ={{1},{2h{3,4}} P2 ={{1,2},{3,4}}
E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E={1,3} = K1E={1}, KoFE =10, Ki—FE = {2}
= W1 FE = {1, 2}, KoWiE = {1, 2}, Koy—W1iE = {3,4}, WoWiE = ()
— E/ est une connaissance privée pour le joueur 1 en w =1

et le joueur 2 sait toujours si le joueur 1 sait si E s'est réalisé

Si Py ={{1,2,3,4}}
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Exemple. ©=1{1,2,3,4} P, ={{1},{2h{3,4}} P2 ={{1,2},{3,4}}
E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E={1,3} = K1E={1}, KoFE =10, Ki—FE = {2}
= W1 FE = {1, 2}, KoWiE = {1, 2}, Koy—W1iE = {3,4}, WoWiE = ()
— E/ est une connaissance privée pour le joueur 1 en w =1

et le joueur 2 sait toujours si le joueur 1 sait si E s'est réalisé

Si Py = {{1, 2, 3,4}} alors KoWh E = (Z), Ko—-WhE = (Z), WoWh B = (Z)
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Exemple. ©=1{1,2,3,4} P, ={{1},{2h{3,4}} P2 ={{1,2},{3,4}}
E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E={1,3} = K1E={1}, KoFE =10, Ki—FE = {2}
= W1 FE = {1, 2}, KoWiE = {1, 2}, Koy—W1iE = {3,4}, WoWiE = ()
— E/ est une connaissance privée pour le joueur 1 en w =1

et le joueur 2 sait toujours si le joueur 1 sait si E s'est réalisé

Si Py = {{1, 2, 3,4}} alors KoWh E = (Z), Ko—-WhE = (Z), WoWh B = (Z)

I.e., E/ est une connaissance privée pour le joueur 1 en w = 1 et secrete
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Exemple. ©=1{1,2,3,4} P, ={{1},{2h{3,4}} P2 ={{1,2},{3,4}}
E ={3} = Ki1E = KoFE = () : personne ne connait I

E={1,3} = K1E={1}, KoFE =10, Ki—FE = {2}
= W1 FE = {1, 2}, KoWiE = {1, 2}, Koy—W1iE = {3,4}, WoWiE = ()
— E/ est une connaissance privée pour le joueur 1 en w =1

et le joueur 2 sait toujours si le joueur 1 sait si E s'est réalisé

Si P ={{1,2,3,4}} alors KoWhE =0, Ko-W1E =0, WoW1E =
I.e., E/ est une connaissance privée pour le joueur 1 en w = 1 et secrete

(le joueur 2 ne sait jamais si le joueur 1 sait si E s'est réalisé)
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Connaissance mutuelle/partagée :

KE =)oy KiE

ensemble des états ou tous les joueurs savent que FE s’est réalisé

Connaissance mutuelle a lI'ordre k :
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Connaissances interactives'

Connaissance mutuelle/partagée :

KE =)oy KiE

ensemble des états ou tous les joueurs savent que FE s’est réalisé

Connaissance mutuelle a lI'ordre k :

KFE
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Connaissances interactives'

Connaissance mutuelle/partagée :

KE =)oy KiE

ensemble des états ou tous les joueurs savent que FE s’est réalisé

Connaissance mutuelle a lI'ordre k :

K'E =K ---KE
N——
k fois
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Connaissances interactives'

Connaissance mutuelle/partagée :

KE =)oy KiE

ensemble des états ou tous les joueurs savent que FE s’est réalisé

Connaissance mutuelle a lI'ordre k :

KFrE =K---KEFE
N——
k fois

— ensemble des états ou tous les joueurs savent que tous les joueurs savent

... [k fois] que E s'est réalisé
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Connaissance commune (Lewis, 1969; Aumann, 1976) :

CKE =K>F

ensemble des états ou tous les joueurs savent que tous les joueurs savent

... [a l'infini] que F s'est réalisé
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Connaissance commune (Lewis, 1969; Aumann, 1976) :

CKE =K>F

ensemble des états ou tous les joueurs savent que tous les joueurs savent
... [a l'infini] que F s'est réalisé

={we: Mw)CFE}

ou M (w) est I'élément de la partition de connaissance commune (“Meet"),
M = A,cn Pi, la partition la plus fine parmi toutes celles qui sont plus grossieres
que les partitions individuelles P;, 1 € N
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Connaissance commune (Lewis, 1969; Aumann, 1976) :

CKE =K>F

ensemble des états ou tous les joueurs savent que tous les joueurs savent
... [a l'infini] que F s'est réalisé

={we: Mw)CFE}

ou M (w) est I'élément de la partition de connaissance commune (“Meet"),
M = A,cn Pi, la partition la plus fine parmi toutes celles qui sont plus grossieres
que les partitions individuelles P;, 1 € N

Connaissance distribuée :
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Connaissance commune (Lewis, 1969; Aumann, 1976) :

CKE =K>F

ensemble des états ou tous les joueurs savent que tous les joueurs savent
... [a l'infini] que F s'est réalisé

={we: Mw)CFE}

ou M (w) est I'élément de la partition de connaissance commune (“Meet"),
M = A,cn Pi, la partition la plus fine parmi toutes celles qui sont plus grossieres
que les partitions individuelles P;, 1 € N

Connaissance distribuée :

DE
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Connaissance commune (Lewis, 1969; Aumann, 1976) :

CKE =K>F

ensemble des états ou tous les joueurs savent que tous les joueurs savent

... [a l'infini] que F s'est réalisé

={we: Mw)CFE}

ou M (w) est I'élément de la partition de connaissance commune (“Meet"),
M = A,cn Pi, la partition la plus fine parmi toutes celles qui sont plus grossieres
que les partitions individuelles P;, 1 € N

Connaissance distribuée :

DE ={weQ:yP(w) CE}
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Connaissance commune (Lewis, 1969; Aumann, 1976) :

CKE =K>F

ensemble des états ou tous les joueurs savent que tous les joueurs savent
... [a l'infini] que F s'est réalisé

={we: Mw)CFE}

ou M (w) est I'élément de la partition de connaissance commune (“Meet"),
M = A,cn Pi, la partition la plus fine parmi toutes celles qui sont plus grossieres
que les partitions individuelles P;, 1 € N

Connaissance distribuée :

DE ={wecQ:(),yPi(w) CE}
— ensemble des états ou tous les joueurs savent que E s'est réalisé

s'ils mettent toutes leurs informations en commun
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K1E = {4,5}, KxE = {3,4,5} = KE = {4,5} :

FE est une connaissance mutuelle en w =4 ou 5
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‘ Exemple I

(1 = {17 2,3,4, 5} P = {{1}7 {27 3}7 {47 5}} P2 = {{1}7 {2}7 {37 4}7 {5}}
E =1{3,4,5}

K1E = {4,5}, KxE = {3,4,5} = KE = {4,5} :

FE est une connaissance mutuelle en w =4 ou 5

K\KE = {4,5}, K2 KE = {5} = KKE = {5} :
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‘ Exemple I

(1 = {17 2,3,4, 5} P = {{1}7 {27 3}7 {47 5}} P2 = {{1}7 {2}7 {37 4}7 {5}}
E =1{3,4,5}

K1E = {4,5}, KxE = {3,4,5} = KE = {4,5} :

FE est une connaissance mutuelle en w =4 ou 5

K\KE = {4,5}, K2 KE = {5} = KKE = {5} :

FE est une connaissance mutuelle a I'ordre 2 en w = 5
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‘ Exemple I

(1 = {17 2,3,4, 5} P = {{1}7 {27 3}7 {47 5}} P2 = {{1}7 {2}7 {37 4}7 {5}}
E =1{3,4,5}

K1E = {4,5}, KxE = {3,4,5} = KE = {4,5} :

FE est une connaissance mutuelle en w =4 ou 5

K\KE = {4,5}, K2 KE = {5} = KKE = {5} :

FE est une connaissance mutuelle a I'ordre 2 en w = 5

KiKKE =0, KeKKE ={5} = KKKE =10 :
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‘ Exemple I

(1 = {17 2,3,4, 5} P = {{1}7 {27 3}7 {47 5}} P2 = {{1}7 {2}7 {37 4}7 {5}}
E =1{3,4,5}

K1E = {4,5}, KxE = {3,4,5} = KE = {4,5} :

FE est une connaissance mutuelle en w =4 ou 5

K\KE = {4,5}, K2 KE = {5} = KKE = {5} :

FE est une connaissance mutuelle a I'ordre 2 en w = 5

KiKKE =0, KeKKE ={5} = KKKE =10 :

E n’est jamais une connaissance mutuelle a I'ordre 3
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‘ Exemple I

(1 = {17 2,3,4, 5} P = {{1}7 {27 3}7 {47 5}} P2 = {{1}7 {2}7 {374}7 {5}}
E =1{3,4,5}

K1E = {4,5}, KxE = {3,4,5} = KE = {4,5} :

FE est une connaissance mutuelle en w =4 ou 5

K\KE = {4,5}, K2 KE = {5} = KKE = {5} :

FE est une connaissance mutuelle a I'ordre 2 en w = 5

KiKKE =0, KeKKE ={5} = KKKE =10 :
E n’est jamais une connaissance mutuelle a I'ordre 3

= I n’est jamais une connaissance commune
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‘ Exemple I

(1 = {17 2,3,4, 5} P = {{1}7 {27 3}7 {47 5}} P2 = {{1}7 {2}7 {374}7 {5}}
E =1{3,4,5}

K1E = {4,5}, KxE = {3,4,5} = KE = {4,5} :

FE est une connaissance mutuelle en w =4 ou 5

K\KE = {4,5}, K2 KE = {5} = KKE = {5} :

FE est une connaissance mutuelle a I'ordre 2 en w = 5

KiKKE =0, KeKKE ={5} = KKKE =10 :
E n’est jamais une connaissance mutuelle a I'ordre 3

= I n’est jamais une connaissance commune

Au contraire, F' = {2,3,4,5} est une connaissance commune dés que F’ se réalise

M = {{1}7 {27 37 47 5}}
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Croyance a posteriori du joueur 7 sur |'événement FF C ) en I'état w € 2 :

p(E N Pi(w))

p(B| Pi(w) = P
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‘Croyances et consensus'

Distribution de probabilité a priori commune : p € A({)

Croyance a posteriori du joueur 7 sur |'événement FF C ) en I'état w € 2 :

p(E N Pi(w))
p(Pi(w))

p(E | Pi(w)) =

[1 Les différences de croyances entre individus s’'expliquent uniquement par des
différences d’information
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‘Croyances et consensus'

Distribution de probabilité a priori commune : p € A({)

Croyance a posteriori du joueur 7 sur |'événement FF C ) en I'état w € 2 :

p(E N Pi(w))
p(Pi(w))

p(E | Pi(w)) =

[1 Les différences de croyances entre individus s’'expliquent uniquement par des
différences d’information

En particulier, les agents ne peuvent pas s'accorder sur un désaccord : si leurs
croyances sur un événement E sont une connaissance commune, alors leurs
croyances sur E sont identiques



Théorie des jeux Information incomplete et jeux Bayésiens

‘Croyances et consensus'

Distribution de probabilité a priori commune : p € A({)

Croyance a posteriori du joueur 7 sur |'événement FF C ) en I'état w € 2 :

p(E N Pi(w))
p(Pi(w))

p(E | Pi(w)) =

[1 Les différences de croyances entre individus s’'expliquent uniquement par des
différences d’information

En particulier, les agents ne peuvent pas s'accorder sur un désaccord : si leurs
croyances sur un événement E sont une connaissance commune, alors leurs
croyances sur E sont identiques

Formellement :
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Théoreme. (We can’t agree to disagree. Aumann, 1976) Considérons un
ensemble N d’agents avec les mémes croyances a priori sur §) et des informations
partitionnelles sur ). Soit © C ) un événement. S'il est de connaissance commune
en un état du monde w € () que chaque agent 1 a la croyance a posteriori q; sur
E, alors ces croyances a posteriori sont égales : q; = qj, pour tout 1,7 € N
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Théoreme. (We can’t agree to disagree. Aumann, 1976) Considérons un
ensemble N d’agents avec les mémes croyances a priori sur §) et des informations
partitionnelles sur ). Soit © C ) un événement. S'il est de connaissance commune
en un état du monde w € () que chaque agent 1 a la croyance a posteriori q; sur
E, alors ces croyances a posteriori sont égales : q; = qj, pour tout 1,7 € N

Preuve. Considérons un agent ¢ € N et |'événement “la croyance a posteriori
de 7 sur E est égale a ¢;"

Fi={weQ:PrlE| Pi(w)] = qi}
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Théoreme. (We can’t agree to disagree. Aumann, 1976) Considérons un
ensemble N d’agents avec les mémes croyances a priori sur §) et des informations
partitionnelles sur ). Soit © C ) un événement. S'il est de connaissance commune
en un état du monde w € () que chaque agent 1 a la croyance a posteriori q; sur
E, alors ces croyances a posteriori sont égales : q; = qj, pour tout 1,7 € N

Preuve. Considérons un agent ¢ € N et |'événement “la croyance a posteriori
de 7 sur E est égale a ¢;" :

Fi={weQ:PrlE| Pi(w)] = qi}

F; est connaissance commune en w ssi M (w) C Fj, i.e., Pr|E | P;(w')] = q; pour
tout w’ € M(w). D'ol
PriE | M(w)] = qi

car M (w) est une union d’éléments P;(w’) de P; et ces éléments sont disjoints []
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Fic. 1 — Robert Aumann (1930- ), prix Nobel d'économie en 2005
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[1 Montrer a I'aide d'un exemple simple qu'il peut cependant étre de
connaissance commune que deux individus ont des croyances a posteriori (sur un
événement F) différentes
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[1 Montrer a I'aide d'un exemple simple qu'il peut cependant étre de
connaissance commune que deux individus ont des croyances a posteriori (sur un
événement F) différentes

[1 Montrer, en suivant la preuve du théoreme précédent, qu'il ne peut pas étre de
connaissance commune entre deux individus que la croyance a posteriori de
I'individu 1 sur un événement FE est strictement supérieure a celle de I'individu 2
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[1 Montrer que le résultat ne s'applique pas en remplacant “connaissance

commune” par ‘“connaissance mutuelle” (prendre 2 = 1234, p uniforme,
P = {12,34}, P, ={123,4}, E =14 et w = 1)
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[1 Montrer que le résultat ne s'applique pas en remplacant “connaissance

commune” par ‘“connaissance mutuelle” (prendre 2 = 1234, p uniforme,
P = {12,34}, P, ={123,4}, E =14 et w = 1)

Le résultat se généralise facilement a la communication de toute régle (fonction)
f :2% — D qui est consistante par union (union-consistent), i.e., telle que pour
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[1 Montrer que le résultat ne s'applique pas en remplacant “connaissance

commune” par ‘“connaissance mutuelle” (prendre 2 = 1234, p uniforme,
P = {12,34}, P, ={123,4}, E =14 et w = 1)

Le résultat se généralise facilement a la communication de toute régle (fonction)
f :2% — D qui est consistante par union (union-consistent), i.e., telle que pour
tout £ C Q, FF C Q disjoints (ENF =0), si f(E)= f(F), alors

F(EUF) = £(E) = f(F)

Exemples : probabilités a posteriori, espérance conditionnelle, décision qui
maximise une utilité espérée, ...

En communicant (publiquement), les valeurs de la fonction pour chaque agent
deviennent connaissance commune, donc égales (consensus)

[0 “We can’t disagree forever’ (Geanakoplos et Polemarchakis, 1982; Cave,
1983)



Théorie des jeux Information incomplete et jeux Bayésiens

[1 Montrer que les agents n'aboutissent cependant pas nécessaire au méme
consensus que s'ils avaient communiqué directement toutes leurs informations
(prendre 2 = 1234, p uniforme, P; = {12,34}, Py, = {13,24}, E = 14,
f()=Pr(£]) etw=1)



Théorie des jeux Information incomplete et jeux Bayésiens

[1 Montrer que les agents n'aboutissent cependant pas nécessaire au méme
consensus que s'ils avaient communiqué directement toutes leurs informations
(prendre 2 = 1234, p uniforme, P; = {12,34}, Py, = {13,24}, E = 14,
f()=Pr(£]) etw=1)

[1 Si deux détectives avec les mémes préférences se communiquent le nom du
suspect qu'ils désirent arréter, alors apres un certain temps ils vont nécessairement
étre d’'accord, mais pas nécessairement sur le méme suspect que s'ils avaient
directement partagé tous leurs indices
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Jeu Bayésien I

G = (N, Q, p, (Pi)i, (A)i, (us))

— N ={1,...,n} : ensemble des joueurs

— () : ensemble des états du monde
— p € A(Q) : distribution de probabilité a priori strictement positive

— P; : partition d'information du joueur 7 (i =1,...,n)
— A; : ensemble non vide des actions du joueur i (i =1,...,n)
— u;: A X -+ X Ay X @ — R : fonction d'utilité du joueur i (¢ =1,...,n)

Représentation alternative équivalente (Harsanyi, 1967-1968) :

Q2 0 T =17 x---x T, : espace des types
peAQ) O peA(T)

Pi [1 T} : ensemble des types du joueur 2
ui(a;w) O wi(a; (t1,...,tn))
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‘ Cas particuliers.

Probleme de décision individuelle

<Q7 p7 ,P7 A7 u>
Stratégie (acte, regle de décision) s : {2 — A, mesurable par rapport a P

Proposition. Dans ce modele, une régle de décision s est ex-ante optimale,
c'est-a-dire s est solution de

max 3 plw) u(s(w); )

si et seulement si elle est interim optimale, c'est-a-dire, pour tout w € €2, s(w) est
solution de

max 3 p(o’ | P(w)) u(s(@); o)
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Proposition. Dans un probleme de décision individuelle I'information ne peut pas

étre défavorable pour un joueur

Preuve. Si P est plus fine que P’ alors I'ensemble des stratégies de I'agent sur
P contient |'ensemble de ses stratégies sur P’ : " C S. Donc

max Elu(s(w); w)] > max Blu(s(w); w)]

[0 |+ d’'information | ~ | + de stratégies

Plus généralement, en utilisant la propriété max min des équilibres de Nash des
jeux a somme nulle, on montre que la valeur de I'information est toujours positive

dans cette classe de jeux
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Rationalité limitée : on relache, par exemple, la propriété d'introspection négative

[1 Les deux propositions précédentes ne s'appliquent plus

Exemple. Q= {1,2,3}, P(1) ={1,2}, P(2) = {2}, P(3) ={2,3} =
introspection négative non vérifiée car K—K{2} = K—{2} = K{1,3} =0

Dans le probleme de décision suivant

Parier Ne pas parier Pr

wy =2 0 1/3
wy 3 0 1/3
wy =2 0 1/3

la régle de décision optimale ex-post est PP P alors que la regle de décision
optimale ex-ante est NPN

De plus, la valeur de lI'information est négative dans le cas de |'optimisation
ex-post (le gain sans information serait nul au lieu d'étre négatif)
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Information parfaite

Pi(w) ={w}, YVwe

Information symétrique

Pi

Pi, Vi, 3€N

Types indépendants

O p((ti)ien) = p(t1) X -+ X p(tn)
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‘Equilibre de Nash (Bayésien)'

— Stratégie pure du joueur 7

s; : 2 — A;, mesurable par rapport a P;
— Stratégie mixte du joueur 2
oi: 0 — A(A;), mesurable par rapport a P;
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‘Equilibre de Nash (Bayésien)'

— Stratégie pure du joueur 7

s; : 2 — A;, mesurable par rapport a P;

— Stratégie mixte du joueur 2
oi: 0 — A(A;), mesurable par rapport a P;
[0 Stratégie “mélangeante” (pooling) :
gi(w) =0i(w) Yw, ' €N

[1 Stratégie séparatrice :

si(w) # si(W') YVw,w tq P(w)# P(w)

Ensemble des stratégies pures (mixtes) du joueur ¢ dans G : S; (X))
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Définition. Un équilibre de Nash-Bayésien du jeu Bayésien (G est un équilibre de

Nash du jeu sous forme normale

~

G = (N, (Zi)i, (U:)i)
ou u;(0) = Elui(a(-); )] = 2, cqpw)ui(o(w); w)
c'est-a-dire, un profil de stratégies 0* = (0} );en t.q.
Elui(o7(-),02,(-); )] = Elui(oi(-),02;(-); )]
Y o; € Ez', Yie N

& Y pW | Piw)ui(of (w),0"(W);0) > Y p(w | Pi(w))ui(ai, o

w’ e w’ e

Va, € A;, VweQ, VieN

i(w

;)
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Dans un jeu (probleme de décisions interactives), avoir plus d’information peut
étre défavorable pour le joueur.

Q ={wi, w2}, plwi) =plw2) =1/2

w1 a b w9 a b
a (0,0) (6,—-3) | a | (—20,—20) (=7,—16)
b | (—3,6) (5,5) b (=16, —7) (=5,-=5)

[1 Les deux joueurs non informés : P; = Py = {{w1,w2}}

a b
0 G=35G1+5;G2= a| (-10,-10) | (=0.5,—9.5)
(—=9.5,—0.5) (0, 0)
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Dans un jeu (probleme de décisions interactives), avoir plus d’information peut

étre défavorable pour le joueur.

Q ={wi,w2}, plwi)=plw2) =1/2

w1 a b w9 a b
a (0,0) (6,—-3) | a | (—20,—20) (=7,—16)
b | (—3,6) (5,5) b (=16, —7) (=5,-=5)

[1 Les deux joueurs non informés : P; = Py = {{w1,w2}}

= Unique EN : (b,b) = (0, 0)

[1 Les deux joueurs informés : Py = Py = {{w1},{w2}}

= Unique EN : ((a,a) | w1) , ((b,b) | w2) = (—2.5, —2.5)
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Dans un jeu (probleme de décisions interactives), avoir plus d’information peut

étre défavorable pour le joueur.

Q ={wi,w2}, plwi)=plw2) =1/2

w1 a b w9 a b
a (0,0) (6,—-3) | a | (—20,—20) (=7,—16)
b | (—3,6) (5,5) b (=16, —7) (=5,-=5)

[1 Les deux joueurs non informés : P; = Py = {{w1,w2}}

= Unique EN : (b,b) = (0, 0)

[1 Les deux joueurs informés : Py = Py = {{w1},{w2}}

= Unique EN : ((a,a) | w1) , ((b,b) | w2) = (—2.5, —2.5)

0 Seul le joueur 1 est informé : P; = {{w1}, {wa}}, P2 = {{wi,w2}}
= Unique EN : ((a,a) | w1) , ((b,a) | w2) = (—8, —3.5)
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Théorémes d’impossibilité de spéculation/pari

Exemple. 2 joueurs ont |la possibilité de parier sur la réalisation d'un état de la

Nature dans €2 = {w1,w2,ws}, avec une distribution a priori uniforme

y

W), — (2, —2) D
Paiements : ¢ ws — (—3,3) Information : 1= ek dwz,wsh)
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Théorémes d’impossibilité de spéculation/pari

Exemple. 2 joueurs ont |la possibilité de parier sur la réalisation d'un état de la

Nature dans €2 = {w1,w2,ws}, avec une distribution a priori uniforme

[ w — (2, —2) .
Paiements : ¢ ws — (—3,3) Information : 1= ek dwz,wsh)
P2 = {{w1, w2}, {ws}}
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NON NON NON
O r<IE>
+2 —3 +5
NON NON NON
o (o)
—92 +3 —5

= Unique EN : jamais de pari
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Cas général

Un pari a somme nulle x : {2 — R est proposé aux deux joueurs
lls décident simultanément de parier (action B) ou de ne pas parier (action D)
Paiements si un des joueurs ne parie pas : (0,0)

Paiements en w si les deux joueurs parient : (z(w), —z(w))

Théoreme d’impossibilité de parier. Quelle que soit la structure d'information,
aucun joueur, quel que soit son ensemble d'information, ne peut espérer des gains

strictement positifs a un équilibre de Nash

— La spéculation “pure” ne peut pas uniquement étre expliquée par les
asymétries d’information
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Hypothéses importantes :

— Rationalité a tous les états du monde
(= connaissance commune de la rationalité)
Exemple précédent : si le joueur 2 est irrationnel en w3 il est possible d’'observer
tous les joueurs parier a tous les états
— en w; tout le monde parie et tout le monde sait que tous sont rationnels
(mais la rationalité n'est pas de connaissance commune)

— Probabilités a priori communes
(les différences de croyances sont uniquement justifiées par des différences
d’'information)
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— Structure d'information partitionnelle

Par exemple, dans la situation

Parier Ne pas parier Pr

wy =2 0 1/3
wy 3 0 1/3
wy =2 0 1/3

avec P(1) = {1,2}, Pi(2) = {2}, Pi(3) ={2,3} et P2 = {Q}, les deux
joueurs parient a tous les états du monde
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‘Réinterprétation des stratégies mixtes'

Harsanyi (1973) : la stratégie mixte d'un joueur ¢ représente |'incertitude des

autres joueurs sur |'action choisie par le joueur 2, incertitude due au fait que le
joueur 7 a une petite information privée sur ses préférences

Exemple. a b
a 3+ t1, 3+ to 3+ 1t1, 0
0, 34+t 4, 4

0 ENsit; =t2=0: (a,a), (byb) et o1(a) =02(a) =1/4
[0 Information incompléete : ¢, to i.i.d. U[0,T]

Considérons les stratégies (symétriques) en stratégies pures suivantes :

Jouera sit; >t*

Jouer b sit; < t*
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a b
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

aL>3—|—t7;
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a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+ b —s 4¢* )T
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+ b —s 4¢* )T

donc a >=; b
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+ b —s 4¢* )T

donca>; b <« 3—|—ti>%
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+ b —s 4¢* )T

donca>; b <« 3—|—ti>% & ti>4t*:;3T
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+t b —s 4¢* )T
donca >=; b < 3—|—tz~>% == ti>4t*;3T
, . , . s - 4t =3T _ ;% - x 3T
La stratégie du deépart est un EN du jeu Bayésien si =———== =t*, i.e., t* = =,

d'ou
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+t b —s 4¢* )T
donca >=; b < 3—|—tz~>% == ti>4t*;3T
, . , . s - 4t =3T _ ;% - x 3T
La stratégie du deépart est un EN du jeu Bayésien si =———== =t*, i.e., t* = =,

d'ou

pla) =
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+t b —s 4¢* )T
donca >=; b < 3—|—tz~>% == ti>4t*;3T
, . , . s - 4t =3T _ ;% - x 3T
La stratégie du deépart est un EN du jeu Bayésien si =———== =t*, i.e., t* = =,

d'ou
T —t*
T

pla) =
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+t b 4t*)T
donca ;b < 3+ti>% PN tz’>4t*T_3T
La stratégie du départ est un EN du jeu Bayésien si 4t*T_3T =t e, t* = 2,
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

pla) = ——- u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+t b 4t*)T
donca ;b < 3+ti>% PN tz’>4t*T_3T
La stratégie du départ est un EN du jeu Bayésien si 4t*T_3T =t e, t* = 2,
d'ou
u(a) = T —t _1_ 3 (T—0) 1/4

T 4 =T
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a b
a 3+ t1, 3+ to 3+1t1,0 0 t* T
0, 3+ to 4, 4 b a

Croyance d'un joueur sur l'action choisie par |'autre joueur :

T —t*

pla) = — u(b) =

= Gains espérés d'un joueur 7 en fonction de son action :

a — 3+t b 4t*)T
donca ;b < 3+ti>% PN tz’>4t*T_3T
La stratégie du départ est un EN du jeu Bayésien si 4t*T_3T =t e, t* = 2,
d'ou
pay=1" o1 2Ty )

T 4 =T
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Harsanyi (1973) montre plus généralement que tout équilibre de Nash (notamment
en stratégies mixtes) d'un jeu sous forme normale GG peut “presque toujours’ étre
obtenu comme la limite d'un équilibre de Nash en stratégies pures d'un jeu
perturbé a information incompléte (ou les joueurs sont incertains sur les paiements
des autres) quand les perturbations (incertitudes a priori, 1) tendent vers 0



Théorie des jeux Information incomplete et jeux Bayésiens

Harsanyi (1973) montre plus généralement que tout équilibre de Nash (notamment
en stratégies mixtes) d'un jeu sous forme normale GG peut “presque toujours’ étre
obtenu comme la limite d'un équilibre de Nash en stratégies pures d'un jeu
perturbé a information incompléte (ou les joueurs sont incertains sur les paiements
des autres) quand les perturbations (incertitudes a priori, 1) tendent vers 0

[1 Stabilité des stratégies mixtes
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humeur, temps d’attente d'un bus, ...) qui n'ont pas nécessairement d’influence
sur les utilités
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Interprétation possible des équilibres de Nash en stratégies mixtes : les choix

d’'action des joueurs dépendent de signaux privés indépendants (heure du réveil,
humeur, temps d’attente d'un bus, ...) qui n'ont pas nécessairement d’influence
sur les utilités

Exemple : Bataille des sexes.

a b
a | (3,2) | (1,1)
b | (0,0) (2,3)

L'EN en stratégies mixtes, ((3/4,1/4),(1/4,3/4)), génére le méme résultat (donc
le méme paiement (3/2,3/2)) qu’un équilibre en stratégies pures du jeu Bayésien
ol chaque joueur a deux types possibles, t¢, t?, indépendants et sans influence sur
les utilités, ot Pr(t¢) = Pr(th) = 3/4, Pr(t}) = Pr(t3) = 1/4, 0;(t?) = a, et
oi(t7) = b
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Corrélation et communication'

Interprétation possible des équilibres de Nash en stratégies mixtes : les choix

d’'action des joueurs dépendent de signaux privés indépendants (heure du réveil,
humeur, temps d’attente d'un bus, ...) qui n'ont pas nécessairement d’influence
sur les utilités

Exemple : Bataille des sexes.

a b
a | (3,2) | (1,1)
b | (0,0) (2,3)

L'EN en stratégies mixtes, ((3/4,1/4),(1/4,3/4)), génére le méme résultat (donc
le méme paiement (3/2,3/2)) qu’un équilibre en stratégies pures du jeu Bayésien
ol chaque joueur a deux types possibles, t¢, t?, indépendants et sans influence sur
les utilités, ot Pr(t¢) = Pr(th) = 3/4, Pr(t}) = Pr(t3) = 1/4, 0;(t?) = a, et
oi(t7) = b
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(] Ecrire la structure d'information précédente a I'aide de partitions d'information
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(P1 =Py ={P, F})
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Que se passe-t-il si les joueurs peuvent observer des signaux corrélés, ou tout
simplement communs (publics) ?

Exemple : observation publique du résultat d'un lancé d'une piece équilibrée

(P1 =Py ={P, F})

(1 Nouvel équilibre dans le jeu de la bataille des sexes, e.g., (a,a) si P et (b,b)
si F

[  Equilibre corrélé public

T L /20 .
La distribution d’action induite p = ) , et le paiement (5/2,5/2)
0 1/2

ne peuvent pas étre obtenus a un équilibre de Nash du jeu original
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combinaison convexe d'EN)
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On peut aussi avoir une situation intermédiaire entre des signaux indépendants
(EN en stratégies mixtes) et des signaux publics (équilibre corrélé public =
combinaison convexe d'EN)

Par exemple, Q = {w1,w2,ws}, p(w) = 1/3, et

P1 = {L{wl’WQb@}

a b
772 — {{\w}-}/,:{wz\,rwg}J}

a b

P . 1/3 1/3 _
ce qui génere la distribution u = ) , et le paiement (2, 2)
0 1/3
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Définition. (Aumann, 1974) Un équilibre corrélé (EC) du jeu sous forme
normale

(N, (Ai)ien, (ui)ien)
est un équilibre de Nash en stratégies pures d'un jeu Bayésien

(N, , p, (Pi)is (Ai)is (wi)i)

ou le paiement des joueurs est indépendant de I'état du monde (ui(a;w) = u;(a)),
c'est-a-dire un profil de stratégies pures s = (s1,...,Sy,) Vérifiant, pour tout : € N

et toute stratégie r; du joueur 7 :

> p(w) uisi(w), s—i(w)) > Y p(w) ui(ri(w), s—i(w))

wEN wel
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normale

(N, (Ai)ien, (ui)ien)
est un équilibre de Nash en stratégies pures d'un jeu Bayésien

(N, Q, p, (Pi)i, (Ai)i, (wi)i)

ou le paiement des joueurs est indépendant de I'état du monde (ui(a;w) = u;(a)),
c'est-a-dire un profil de stratégies pures s = (s1,...,Sy,) Vérifiant, pour tout : € N

et toute stratégie r; du joueur 7 :

> (W) ui(si(w), s-i(w)) > Y p(w) uilri(w), s-i(w))

weld wEN

[1  Distribution ou résultat d'équilibre corrélé € A(A), ol
u(a) = p{w € 2+ s(w) = a})



Théorie des jeux Information incomplete et jeux Bayésiens

Définition. (Aumann, 1974) Un équilibre corrélé (EC) du jeu sous forme
normale

(N, (Ai)ien, (ui)ien)
est un équilibre de Nash en stratégies pures d'un jeu Bayésien

(N, Q, p, (Pi)i, (Ai)i, (wi)i)

ou le paiement des joueurs est indépendant de I'état du monde (ui(a;w) = u;(a)),
c'est-a-dire un profil de stratégies pures s = (s1,...,Sy,) Vérifiant, pour tout : € N

et toute stratégie r; du joueur 7 :

> (W) ui(si(w), s-i(w)) > Y p(w) uilri(w), s-i(w))

weld wEN

[1  Distribution ou résultat d'équilibre corrélé € A(A), ol
u(a) = p{w € 2+ s(w) = a})

[ Paiement d'équilibre corrélé )  _,pu(a)ui(a), t=1,...,n
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Dans la bataille des sexes, tous les paiements d’'EC que nous avons vus étaient des

combinaisons convexes d'EN :
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[1 Mais certains EC n’appartiennent pas a I'’enveloppe convexe des EN,
c’est-a-dire ne peuvent pas étre obtenus avec des messages publics

a b
P~ (o ) . [E7 00
b b | (0,0) | (7,2)

Jeu de la “poule mouillée”

Po = {w, iw2, w3}J}

a b
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[1 Mais certains EC n’appartiennent pas a I'’enveloppe convexe des EN,
c’est-a-dire ne peuvent pas étre obtenus avec des messages publics

a b
Pr= () o) . [ TEs
N b [ (0,0) | (7,2)
P2 = {@’ inj,w?’}J} Jeu de la “poule mouillée”
a b

[0 Paiement d’'équilibre corrélé (5,5) ¢ co{EN}

O = N W &= Ot O
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Un EC peut méme dominer au sens de Pareto tous les EN

Par exemple, dans le jeu

0,012 21
2,100 | 1,2
1,2 1211 0,0
1/9 1/9 1/9
I"'unique distribution d’'EN est | 1/9 1/9 1/9 |, avec un paiement espéré egal a
1/9 1/9 1/9
0O 1/6 1/6
1T+2 = 1 pour chaque joueur, alors que la distribution d'EC | 1/6 0 1/6
1/6 1/6 0

donne 3/2 a chaque joueur
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Proposition.

[1 Dans la définition de I'EC on peut autoriser les joueurs a utiliser des stratégies
mixtes dans le jeu Bayésien, ceci ne modifie pas I'ensemble des résultats d’EC.
En particulier, un résultat d’EN en stratégies mixtes est un résultat d’EC

[1 Toute combinaison convexe de résultats d’'EC est un résultat d’'EC

Preuve. |l suffit de construire le systeme d’information approprié (voir aussi
Osborne et Rubinstein, 1994, propositions 45.3 et 46.2) []
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Proposition.

[1 Dans la définition de I'EC on peut autoriser les joueurs a utiliser des stratégies
mixtes dans le jeu Bayésien, ceci ne modifie pas I'ensemble des résultats d’EC.
En particulier, un résultat d’EN en stratégies mixtes est un résultat d’EC

[1 Toute combinaison convexe de résultats d’'EC est un résultat d’'EC

Preuve. |l suffit de construire le systeme d’information approprié (voir aussi
Osborne et Rubinstein, 1994, propositions 45.3 et 46.2) []

Systemes d’'informations considérés dans les exemples précédents :

[1 Ensemble des états du monde {2 C ensemble des profils d'actions A

[1 Chaque joueur est uniquement informé de son action a jouer

[J Systeme d’information canonique
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Proposition. Tout résultat d’équilibre corrélé d’un jeu sous forme normale

(N, (Ai)ien, (ui)ien) est un résultat d'équilibre corrélé canonique, ou le systéme
d’information et les stratégies associés sont tels que :

o (ON=A

o Pi={{a€A:a;,=0b;}:b; € A;} pour toutic N

e si(a) =a; pourtoutac Aetie N



Théorie des jeux Information incomplete et jeux Bayésiens

Proposition. Tout résultat d’équilibre corrélé d’un jeu sous forme normale

(N, (Ai)ien, (ui)ien) est un résultat d'équilibre corrélé canonique, ou le systéme
d’information et les stratégies associés sont tels que :

o (ON=A

o Pi={{a€A:a;,=0b;}:b; € A;} pour toutic N

e si(a) =a; pourtoutac Aetie N

[ Principe de révélation pour les jeux a information complete



Théorie des jeux Information incomplete et jeux Bayésiens

Proposition. Tout résultat d’équilibre corrélé d’un jeu sous forme normale

(N, (Ai)ien, (ui)ien) est un résultat d'équilibre corrélé canonique, ou le systéme
d’information et les stratégies associés sont tels que :

o (ON=A

o Pi={{a€A:a;,=0b;}:b; € A;} pour toutic N

e si(a) =a; pourtoutac Aetie N

[ Principe de révélation pour les jeux a information complete

Autre interprétation possible d'un EC canonique : EN d'un jeu ou un médiateur
fait des recommandations privées d'action a chaque joueur, et chaque joueur a
intérét a suivre les recommandations du médiateur si les autres font de méme
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Ensemble des équilibres corrélés p = S du jeu

p3 4

a b
a | (2,7) | (6,6)
b | (0,0) (7,2)
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Ensemble des équilibres corrélés p = S du jeu

g3 pa

a b
a | (2,7) | (6,6)
b 1(0,0) | (7,2)

Conditions d’incitation :

2p1 + 62 2> Tpo Tp1 2 61+ 2p3
Joueur 1 Joueur 2
Tpa 2> 23 + 6pg Gpz + 204 > Tuo
po < 21 2us < pa
< et

p2 < 24 2pu3 <
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