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\ Introduction I

Eléments de base dans les jeux non-coopératifs :

— Stratégies des individus

— lIssue du jeu = profil de stratégies

— Préférences des individus sur les issues

Eléments de base dans les jeux coopératifs :

— Actions jointes des coalitions (groupes d'individus)

— Grande coalition = coalition formée par tous les joueurs

— lIssue du jeu = coalitions formées (— partition de |I'ensemble des joueurs) et
actions jointes prises par les coalitions

— Préférences des individus sur les issues (comme dans les jeux non-coopératifs)
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Concept de solution dans les jeux coopératifs : a chaque jeu, assigner un ensemble

d’issues

[0 stabilité (en général), comme dans les jeux non-coopératifs, mais vis-a-vis des

groupes de joueurs

Contrairement aux jeux non-coopératifs, pas de détails sur la maniere dont les

groupes se forment ni sur la maniére dont ils prennent leurs décisions
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Définition. Un probleme de négociation ou de marchandage est une paire (U, d),
ou U est I'ensemble des paires de paiements possibles, d = (d;, d2) est la paire de

paiement de désaccord, telle que :

(i) del
(ii) Il existe (vi,v2) EU t.q. vi > dy et vy > do
(iii) L'ensemble U/ est compact (fermé et borné) et convexe

Exemple. Economie d’échange. Point de désaccord ~ dotations initiales

Remarque. Le paiement de désaccord d n’est pas Pareto optimal d’apres (ii)

Définition. Une solution de négociation est une fonction 7 qui associe a tout
probleme de négociation (U, d) un élément unique ¥(U,d) de U
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Axiomes I

[1 Propriétés souhaitables d'une solution de négociation

¢(u7d) — (¢1<u7d)7w2(u7d)) cU

Remarque. Axiome implicite : existence et unicité du partage (U, d) pour tout
(U, d)

[] Pareto optimalité (PAR). Pour tout probleme de négociation (U4, d), la solution
de négociation ¢ (U, d) n'est dominée par aucune paire (vi,v2) de U :
A (vi,v2) €U t.q. v; > YP;(U,d), i =1, 2, avec une inégalité stricte au moins

[1 Pas de possibilité de renégociation qui arrangerait les deux joueurs



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Négociation

Vo Allocations efficaces

/

Y



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Négociation
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[ Symétrie (SYM). (“Equité”) Si le probléme de négociation (I4, d) est
symétrique, i.e., (vi1,v2) € U & (v2,v1) € U (la droite de 45° est un axe de symétrie
pour U4) et di = dz, alors la solution de négociation donne le méme paiement aux

deux joueurs : 1 (U, d) = 2(U, d)

[ Ces deux axiomes déterminent immédiatement une solution unique pour les

jeux symétriques
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V2 A
Unique solution de négociation
/ vérifiant PAR et SYM

U1

Fic. 1 —
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des transformations affines croissantes (v, = a; v; + B et d; = aidi + (i, 1 = 1, 2,

a; > 0), alors la solution au probleme de négociation transformé pour i est la

transformée de la solution du probléme original :
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[J Invariance par rapport aux représentations équivalentes des utilités (INV). Si
le probleme de négociation (U, d’") est dérivé du probleme de négociation (U4, d) par
des transformations affines croissantes (v, = a; v; + B et d; = aidi + (i, 1 = 1, 2,
a; > 0), alors la solution au probleme de négociation transformé pour i est la

transformée de la solution du probléme original :

il d') = ai iU, d) + B (i=1, 2)

[1 Cohérence avec le fait que |'utilité espérée est une représentation cardinale
des préférences

[1 Sans perte de généralité, on peut toujours se ramener au cas ou d = (0, 0)

= Avec ces trois premiers axiomes une solution de négociation est définie de
maniére unique pour les problemes de négociations obtenus par transformation
linéaire des utilités a partir d'un probleme de négociation symétrique
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V2 4

Unique solution de négociation

/ vérifiant PAR, SYM et INV

Transformation affine croissante
du probleme de la figure 1

/A |
/
vy = v2 + 30 U’

d/

U1
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Mais tous les problemes de négociation ne peuvent étre obtenus a partir de
problemes symétriques par des transformations linéaires des paiements des joueurs

= Un dernier axiome est nécessaire

[J Indépendance par rapport aux alternatives non pertinentes (I1A). (invariance
par rapport a la contraction) Si deux problemes de négociation (U4, d) et (U, d)
avec le méme point de désaccord sont tels que U C U’ et Y(U’',d) € U alors

wa/{a d) — Qp(ula d)
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Mais tous les problemes de négociation ne peuvent étre obtenus a partir de
problemes symétriques par des transformations linéaires des paiements des joueurs

= Un dernier axiome est nécessaire

[J Indépendance par rapport aux alternatives non pertinentes (I1A). (invariance
par rapport a la contraction) Si deux problemes de négociation (U4, d) et (U, d)
avec le méme point de désaccord sont tels que U C U’ et Y(U’',d) € U alors

¢<U7 d) — ¢(ula d)

Remarque. Si la solution 1) s'obtient en maximisant une fonction sur |'ensemble
des utilités possibles alors cette propriété est satisfaite
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U/

Si U CU et Y(U',d)=v" €U alors Y(U,d) = v*
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Proposition. (Théoreme de Nash) [/ existe une et une seule solution de
négociation vérifiant les 4 axiomes précédents (PAR, SYM, INV et IIA). C'est la
solution de négociation de Nash, qui assigne a tout probléme de négociation (U, d)

la paire de paiements qui maximise le produit de Nash :

max (v1 —dy)(va —d2) sc. vEU et v>d



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Négociation

Proposition. (Théoreme de Nash) [/ existe une et une seule solution de
négociation vérifiant les 4 axiomes précédents (PAR, SYM, INV et IIA). C'est la
solution de négociation de Nash, qui assigne a tout probléme de négociation (U, d)
la paire de paiements qui maximise le produit de Nash :

max (v1 —dy)(va —d2) sc. vEU et v>d

[0 Vérifier que la solution de Nash satisfait bien les 4 axiomes (= existence)



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Négociation

Proposition. (Théoreme de Nash) [/ existe une et une seule solution de
négociation vérifiant les 4 axiomes précédents (PAR, SYM, INV et IIA). C'est la
solution de négociation de Nash, qui assigne a tout probléme de négociation (U, d)

la paire de paiements qui maximise le produit de Nash :

max (v1 —dy)(va —d2) sc. vEU et v>d

[0 Vérifier que la solution de Nash satisfait bien les 4 axiomes (= existence)

Pour toute valeur ¢, I'ensemble des paires de paiements (v, v2) telles que
(Ul — dl)(vg — dg) = C

est une hyperbole équilatére = la solution de Nash est la paire (v1,v2) appartenant
a U qui est sur la plus haute de ces hyperboles
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V2 4

(v1 — d})(v2 — d}) = constante

U1
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Intuition pour la démonstration de l'unicité.

Soit ™Y (U,d) = vV la solution de Nash et v)*(U, d) une solution satisfaisant les 4

axiomes. On démontre que wN =Y~

INV | = on peut supposer sans perte de généralité d = (0,0) et vV = (1,1)

(changement d’échelle — :N__ij)

vV est solution de max, ey (v1 - v2) = vV tangente a vy - v2 = 1. Equation de la
tangente : v1 + v = 2

U convexe = U est en dessous de cette tangente

=> on peut inclure U/ dans un grand rectangle symétrique U’ (voir figure)

PAR|, [SYM|= ¢*U',d) = vV

HA] = * (U, d) = v* U, d) = vV card C U
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U1°U2=1

v1 + vo = 2
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Lien avec I'approche stratégique'

(“Programme de Nash")

Considérons le probléme de négociation (U, d) ou U = {(v1,v2) € RT : v +vp < 1}

3

U2

dq U1

[0 Solution de Nash identique a la solution de négociation séquentielle (ENPSJ)
avec risque de rupture exogéne o — 0 (sans actualisation), o d = b est la paire de
paiements des joueurs lorsque le jeu est interrompu (Binmore et al., 1986)
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‘ Généralisation a n joueurs? I

e lére maniere évidente : U/ C R"™, point de désaccord d = (di,...,d,) €U

Interprétation : soit tout le monde est d'accord avec la solution v € U, soit
désaccord d

[] max H (UZ' — dz) S.C. v > d

. mais pas de prise en compte de la formation de groupes de joueurs dans la
formation de la solution et dans leurs influences sur la solution par la pression

(menace)

e 2éme maniere : prise en compte de la formation des groupes de joueurs,
alliances ou coalitions, au moins comme moyen de pression (réle potentiel des

coalitions)
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