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Un jeu coalitionnel (N, v) est simple si v(S) = 1 (coalition gagnante) ou v(S) =0
(coalition perdante), et v(N) =1

Remarque. D’apres la superadditivité, si v(S) = 1 alors v(N\S) =0 et v(T) =1
pour S C T (mais pas <)

Un joueur 5 a un droit de veto s'il appartient a toutes les coalitions gagnantes
(v(S)=1=j5€5)

Un joueur j est un dictateur si une coalition est gagnante ssi il en fait partie
(v(S)=1<j5€5)
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Concept de solution pour les jeux coalitionnels qui exige qu'aucune coalition ne

peut dévier en améliorant le paiement de tous ses membres

Pour un profil de paiements (répartition) (x;);cn et une coalition S on note
r(S) = ) ;cqTi la somme des paiements des membres de S

Définition. Un profil de paiements (z;);cn est S-réalisable si z(S) = v(S). Il est
réalisable s'il est /N-réalisable



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur

Définition. Le coeur d'un jeu coalitionnel (N, v) est I'ensemble des répartitions
(z;)icn réalisables telles que

x(S)>v(S) VSCN



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur

Définition. Le coeur d'un jeu coalitionnel (N, v) est I'ensemble des répartitions

(z;)icn réalisables telles que

x(S)>v(S) VSCN

ou, de maniere équivalente, telles qu'il n’existe pas de coalition S et de répartition
S-réalisable (y;);cn oU y; > x; pour tout ¢ € S



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur

Définition. Le coeur d'un jeu coalitionnel (N, v) est I'ensemble des répartitions
(z;)icn réalisables telles que

x(S)>v(S) VSCN

ou, de maniere équivalente, telles qu'il n’existe pas de coalition S et de répartition
S-réalisable (y;);cn oU y; > x; pour tout ¢ € S

[0 La répartition (x;);cn ne peut pas étre bloquée par une coalition S ( “stabilité
sociale”)



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur

Définition. Le coeur d'un jeu coalitionnel (N, v) est I'ensemble des répartitions
(z;)icn réalisables telles que

x(S)>v(S) VSCN

ou, de maniere équivalente, telles qu'il n’existe pas de coalition S et de répartition
S-réalisable (y;);cn oU y; > x; pour tout ¢ € S

[0 La répartition (x;);cn ne peut pas étre bloquée par une coalition S ( “stabilité
sociale”)

Remarque. Rationalité collective (z(IN) = v(IV)) et rationalité individuelle
(z; > v(i) Vi) vérifiées
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Majorité.

Unanimité.
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Exemples I

(21 + 20+ 23 = 1
x; >0, Vi
1+ x2 > 1
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Exemples I

Jeux simples.

Majorité.
(21 + 7y + 35 = 1
x; >0, Vi
S 21 +x220 > 1
r1+x3>1
| T2 + 23 > 1
Unanimité.

Coeur = {(x1, x2,T3)

= impossible (coeur = ()

: X1+ x2 + x3 = 1, :IZ@ZO\V/’L}
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Droit de veto.

)
1+ 22+ 23 =1

€I; > 0, V1
S = Coeur = {(0,1,0)}
x1+x2 > 1

T2 +x3 > 1

Dictature.

Coeur = {(0,1,0)}

[ Pas de différence entre veto et dictature. (Il y a une différence avec la valeur de
Shapley)
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Proposition. Dans un jeu simple,
(i) si aucun joueur n’a un droit de veto alors le coeur est vide

(i) si au moins un joueur a un droit de veto, alors le coeur est non vide : c'est
I'ensemble de toutes les répartitions réalisables (et positives) qui donnent un
paiement nul aux joueurs qui n'ont pas de droit de veto

Preuve.

(i) Aucun joueur n'a un droit de veto & Vi e N, 3 S t.q. v(S)=1eti & S, donc
v(IN\7) = 1 pour tout 7 (monotonicité)

x € Coeur = z(N) =1 et z(N\7) > v(IN\i) = 1 pour tout ¢ = impossible

(ii) Soit V' # () I'ensemble des joueurs ayant un droit de veto et x une répartition

réalisable et positive qui donne un paiement nul aux joueurs qui n'ont pas de droit

de veto :
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x;, >0 VieV )
r, =0 V&V
#voL (1)
>
€N y

e Si S est gagnante alors V C S, donc z(S) =1 = v(S5)
e Si S est perdante alors v(S) = 0 donc z(S) > v(9)

donc x € coeur
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e Si S est gagnante alors V C S, donc z(S) =1 = v(S5)
e Si S est perdante alors v(S) = 0 donc z(S) > v(9)

donc x € coeur

Pour montrer que seules les répartitions vérifiant (1) appartiennent au coeur, soit x

une répartition du coeur qui ne vérifie pas (1), donc t.q. z; > 0 pour un 57 & V

iV =385 j¢5, tqg. v(S)=1>x(S), donc S bloque z, i.e. © ¢ coeur []
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in:l
€N /

e Si S est gagnante alors V C S, donc z(S) =1 = v(S5)
e Si S est perdante alors v(S) = 0 donc z(S) > v(9)

donc x € coeur

Pour montrer que seules les répartitions vérifiant (1) appartiennent au coeur, soit x
une répartition du coeur qui ne vérifie pas (1), donc t.q. z; > 0 pour un 57 & V

iV =385 j¢5, tqg. v(S)=1>x(S), donc S bloque z, i.e. © ¢ coeur []

Conditions générales, nécessaires et suffisantes, de non vacuité de coeur : Bondareva
(1963) et Shapley (1967) (voir Osborne et Rubinstein, 1994, pp. 262-263)
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Une économie de production

Firme (propriétaire terrien) : joueur 0O
K travailleurs : joueurs 1,..., K

k travailleurs peuvent produire avec le propriétaire f(k) > 0, ou f /, concave
(rendements d'échelle décroissantes) et f(0) = 0. Sans la firme ils produisent 0.
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Une économie de production
Firme (propriétaire terrien) : joueur 0O
K travailleurs : joueurs 1,..., K

k travailleurs peuvent produire avec le propriétaire f(k) > 0, ou f /, concave
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Une économie de production
Firme (propriétaire terrien) : joueur 0O
K travailleurs : joueurs 1,..., K

k travailleurs peuvent produire avec le propriétaire f(k) > 0, ou f /, concave
(rendements d'échelle décroissantes) et f(0) = 0. Sans la firme ils produisent 0.

(N ={0,1,...,K}
[] <v(S): 0 siOgéS
\ f(lS|—1) sioesS
Coeur :
ro+x1+ - +axx = f(K) (2)
2 >0, Vi (3)
z(S)> f(|S|—1) si0oe s (4)

(4) = a(N\D) > F(K —1)Vi£0 R f(K) —a; > f(K - 1) =

zi < f(K) = f(K-1)Vi#0



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur
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o+ 1+ +xr = f(K) (2)
:IjiZO, V1 (3)
v, < f(K)— f(K—-1), i=1,....K (5)



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur
On a montré que = € coeur = x appartient a I'ensemble

o+ 1+ +xr = f(K) (2)
ZIjiZO, V1 (3)
v, < f(K)— f(K—-1), i=1,....K (5)

Montrons la réciproque : soit x dans cet ensemble



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur
On a montré que = € coeur = x appartient a I'ensemble

o+ 1+ +xr = f(K) (2)
:IjiZO, V1 (3)
v, < f(K)— f(K—-1), i=1,....K (5)

Montrons la réciproque : soit x dans cet ensemble

Si 0 ¢ S alors v(S) = 0 donc z(S) > v(S)



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur
On a montré que = € coeur = x appartient a I'ensemble

o+ 1+ +xr = f(K) (2)
:IjiZO, V1 (3)
v, < f(K)— f(K—-1), i=1,....K (5)

Montrons la réciproque : soit x dans cet ensemble
Si 0 ¢ S alors v(S) = 0 donc z(S) > v(S)

Sioe Salorsz; < f(K)— f(K—1)Vie N\S =
r(N\S) < (K —k)(f(K)— f(K —1)), ou k= |S| —1 = nb de travailleurs dans S



Théorie des jeux Jeux coopératifs / Coeur
On a montré que = € coeur = x appartient a I'ensemble

o+ 1+ +xr = f(K) (2)
:CiZO, V1 (3)
v, < f(K)— f(K—-1), i=1,....K (5)

Montrons la réciproque : soit x dans cet ensemble

Si 0 ¢ S alors v(S) = 0 donc z(S) > v(S)

Sioe Salorsz; < f(K)— f(K—1)Vie N\S =
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On a montré que = € coeur = x appartient a I'ensemble

o+ 1+ +xr = f(K) (2)
ZIjiZO, V1 (3)
v, < f(K)— f(K—-1), i=1,....K (5)

Montrons la réciproque : soit x dans cet ensemble

Si 0 ¢ S alors v(S) = 0 donc z(S) > v(S)

Sioe Salorsz; < f(K)— f(K—1)Vie N\S =

r(N\S) < (K —k)(f(K)— f(K —1)), ou k= |S| —1 = nb de travailleurs dans S

concavité

= z(5) 2 f(K) = (K = k)(f(K) = f(K=1)) = f(k)=wv(5)

Conclusion : Chaque travailleur recoit au maximum sa productivité marginale
lorsque tous les travailleurs sont employés, et le propriétaire recoit le reste
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Syndicalisation de tous les travailleurs

[1  Seul le groupe des K travailleurs accepte de travailler

f(K) siS=N

0 sinon

O o(S) =

= coeur = {(zo,x1,...,TK) 1 xi > 0Vi, > x;i= f(K)}
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Principaux défauts de la notion de coeur

[1 Souvent trop grand
[1 Souvent vide

[1 Prédictions parfois trop extrémes et/ou instables
— Ex : Pas de différence entre dictateur et droit de veto

— Ex : Jeu des souliers

Le jeu des souliers.

2 joueurs, ¢ = 1, 2, ont chacun une chaussure gauche

1 joueur, © = 3, a une chaussure droite

v(S) = 1 € par paire de chaussures que la coalition S peut réaliser
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Coeur :

)
1 +x2+x3=1

ZISZ'ZO, V1

AV
—

T+ x3

AV
—_

| T2 + T3
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Iy > O, V1
S = Coeur = {(0,0,1)}
x1+x3 > 1

T2 +x3 > 1
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Coeur :

)
1+ 22+ a3 =1

€I; > O, V1
\ = Coeur = {(0,0,1)}
x1+x3 > 1

T2 +x3 > 1

De méme, si
1 000 001 joueurs ont chacun une chaussure gauche
1 000 000 joueurs ont chacun une chaussure droite
alors I'unique répartition du coeur donne 1 € a tous ceux qui ont une chaussure

droite, et rien a ceux qui ont une chaussure gauche

[ Rareté relative (méme minime) des chaussures droites = prix nul des

chaussures gauches (effet concurrentiel)

La valeur de Shapley donne un peu plus que 0.5 aux chaussures droites et un peu
moins que 0.5 aux chaussures gauches
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